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 מבוא לקומבינטוריקה בסיסית

 שאלות 
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 על הסעיפים הבאים:ענו  (5

 כמה תוצאות אפשריות יש להטלת קובייה ואחר כך סביבון?  .א
 את כל התוצאות. רשמו 

כמה תוצאות אפשריות יש להטלת קובייה ואחר כך סביבון ואחר כך   .ב
 את כל התוצאות. רשמו מטבע? 

 מטילים מטבע. ו עושים ניסוי  .ג
ון ואם יצא פלי אז מטילים שוב את המטבע אם יצא עץ אז מטילים סביב

 סביבון. ולאחר מכן
 כמה תוצאות אפשריות לניסוי? 

  )עץ, היה( הן תוצאות אפשריות.- למשל )פלי, פלי, גדול( ו
 את כל התוצאות. רשמו 

 

 על הסעיפים הבאים:ענו  (6

לא בהכרח בעלת  ,מילה בת שתי אותיות ניצורמהאותיות ב, ג, ד, ה  .א
 עם עיקרון הכפל. ואת כל המילים האפשריות ואשררשמו משמעות. 

לא בהכרח בעלת  ,מילה בת שלוש אותיות ניצורמהאותיות א, ב, ג, ד, ה  .ב
משמעות. כמה מהמילים הנ"ל מתחילות באות א וגם א מופיעה פעם  

 אחת בדיוק?
 סעיף קודם( :)רמז

 

 יקרית ושתייה. עמורכבת ממנה ראשונה, ה  ,במסעדה מציעים ארוחה עסקית (7
ראשונה יכולה להיות סלט ירקות, סלט פטריות, סלט כבד קצוץ או המנה ה

, שניצל, כבד אווז, דג, אנטרקוטעיקרית יכולה להיות סטייק המנה המרק עוף. 
לזניה טבעונית, או שניצל מהצומח, ולשתייה מוצע, קפה, תה, לימונדה או 

 קולה. 
 כמה ארוחות אפשריות יש? .א
 אפשריות יש אם אין שתיה חמה? כמה ארוחות  .ב
 ?תטבעוני תכמה ארוחות אפשרויות יש למסעדה להציע לסועד .ג

 

כמה תת קבוצות יש לקבוצה  (8 1, 2,3, 4,5,6,7A =, 

 את כולן.רשמו בנות שלושה איברים?   .א
 .לסעיף א' בנות ארבעה איברים? השוו .ב
 קודמים.לסעיפים  והשוו 0001111את כל התמורות של רשמו  .ג
 ?1חייב להופיע ליד  0כל  001122222222בכמה תמורות של המספרים  .ד

 

יש   1אם בכיתה א'  ,בכמה אופנים שונים ניתן להרכיב זוג מתלמידי כיתות א' (9
 :כך ש ,בנות 15יש  2בנים ובכיתה א'  20

 ללא הגבלה.  .א
 .)בן ובת( זוג מעורב .ב
 . )שני בנים, או שתי בנות( זוג חד מיני .ג
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 תוך  ממספרים ואת המספר החזק   6ספרים וצריך לנחש מ 45בלוטו יש  (10

הקבוצה  1,2,3,4, ,10. 

 כמה אפשרויות יש?

 
 : בכמה אופנים שונים ניתן לבחור מספר תלת ספרתי כך ש (11

 . )זכרו שמספר לא יכול להתחיל באפס( ללא הגבלה .א
 כל ספרותיו שונות.  .ב
 כל ספרותיו שונות וסדר הספרות לא משנה? .ג

 נחשבים אותו דבר( 321-ו  123)למשל 
ספרת המאות גדולה או שווה  ,כלומר  .כל ספרותיו שונות וגם בסדר יורד .ד

 מספרת העשרות גדולה או שווה מספרת היחידות.
ספרת המאות קטנה או שווה  ,כלומר .כל ספרותיו שונות וגם בסדר עולה .ה

 מספרת העשרות קטנה או שווה מספרת היחידות.

 
 : כך ש ,יש 1,2,3,4,5,6,7מורכבים מהמספרים  מה מספרים כ (12

 ?7באורך  .א
 וכל ספרה מופיעה פעם אחת לכל היותר? 7באורך  .ב
 וכל ספרה מופיעה פעם אחת לפחות?  7באורך  .ג

 
 מקומות  10זוגות נשואים על ספסל בן   5כמה אופנים שונים ניתן להושיב ב (13

 : גם לגבי שולחן עגול( כך שענו )
 ללא הגבלה.  .א
 . זוגה- בןלצד שה תשב יכל א .ב
 שה.יגבר ישב רק ליד א .ג
 .ואף שני גברים לא ישבו זה לצד זה אף שתי נשים לא ישבו זו לצד זו .ד

 
 ,7, 6, 5, 4, 3, 2, 1 מה מספרים שונים בני חמש ספרות ניתן להרכיב מהספרותכ (14

 : כך ש
 ללא הגבלה.  .א
 .2המספר מתחיל בספרה  .ב
 .2המספר לא מתחיל בספרה  .ג
 כל הספרות שונות.  .ד
 א מופיעות. ל 2וגם  1הספרות  .ה
 מופיעה.  2או  1מן הספרות  אחת בדיוק  .ו
  מופיעות. 2וגם  1ספרות  .ז
  ז כאשר כל הספרות שונות.-על סעיפים ה רוחז .ח
 מופיעות צמודות.  1,2כל הספרות שונות והספרות  .ט
 מופיעות ולא צמודות.  1,2כל הספרות שונות והספרות  .י

 מופיעות וצמודות. 1,2,3כל הספרות שונות והספרות  .יא
 מופיעות וצמודות.  6,7וגם הספרות  כמו סעיף יא .יב
 מופיעות ולא צמודות. 6,7וגם הספרות  כמו סעיף יא .יג

 

1

פרק 1קומבינטוריקה בסיסית

3

3



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  טל פלדמן –כתב ופתר  
 

בכמה אופנים שונים ניתן להרכיב קוד סודי המורכב מארבע ספרות מתוך   (15
,0,1,2,3הספרות    :כך ש ,9,

 ללא הגבלה?  .א
 הקוד מגדיר מספר זוגי?  .ב
 הקוד מגדיר מספר המתחלק בחמש?  .ג
 אין בקוד ספרות זהות?  .ד
 יש בקוד לפחות שתי ספרות זהות?  .ה
 יש בקוד בדיוק שתי ספרות זהות? .ו
  ?5אין בקוד את הספרה  .ז
  חייבת להופיע בקוד? 5הספרה  .ח
 ?4,5יש בקוד לפחות אחד מהספרות  .ט
 ? 5ולא את הספרה  4הספרה אין בקוד לא את  .י

 ? 5-אז אין ספרה יותר גדולה מ 5אם יש את הספרה  .יא
מהו   בושאינם מקיימים את התנאי וכת  יםשני מספרים המקיימים את התנאי ושני רשמו הדרכה:  

 . 'לא'-ו ' אין'בלי להשתמש במילים   ,כלומר   .זאת על דרך החיוב  והמשלים של סעיף זה? נסח

 

נתונה הקבוצה  (16 1, 2,3, ,17A  :כך ש A-כמה תת קבוצות יש ל .=

 ללא הגבלה? .א
 איברים? 3בנות  .ב
 איברים לפחות?  3בעלות  .ג
 רק אי זוגיים? מכילות רק מספרים זוגיים? .ד

 מכילים רק מספרים מאותה זוגיות? 
 פחות? מכילות אי זוגי אחד ל .ה

 מכילות זוגי אחד לפחות וגם אי זוגי אחד לפחות?
 ? 2אז מכילות גם את  1אם הן מכילות את  .ו

 בעזרת משלים( אפשר לנסות  ;סעיף קשה )

מכילות ממש את  .ז 1, 2,3 . 

 

 :כך ש ,תאים  13-כדורים ל 7בכמה אופנים שונים ניתן להכניס   (17
 הכדורים שונים ומותר יותר מכדור בתא?  .א
 הכדורים זהים ומותר יותר מכדור בתא?  .ב
 הכדורים שונים ואסור יותר מכדור בתא?  .ג
 הכדורים זהים ואסור יותר מכדור בתא?  .ד
 יחיד? הכדורים שונים ויש תא יחיד ובו שני כדורים ובכל היתר כדור  .ה
 הכדורים זהים ויש תא יחיד ובו שני כדורים ובכל היתר כדור יחיד?  .ו
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שחור, לבן, אפור,   ללמש) נתונים חמישה כדורים ונתונים שבעה צבעים שונים (18
 .צהוב אדום כחול וסגול( 

 בכמה אופנים שונים ניתן לצבוע את הכדורים ולסדרם בשורה אם: 

 סדר הכדורים בשורה משנה. .א
 . סדר הכדורים בשורה לא משנה .ב

משנה אותו דבר לא חשבו ארבעה כדורים שחורים ואחד לבן זה נ  ,כלומר
 . היכן הלבן ממוקם

 

עבור   (19   1, 2,3 ,A B x y=    ,A- ל B- ומ B-ל A- חשבו כמה פונקציות יש מ ,=

 ואשרו עם עיקרון הכפל.
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 תשובות סופיות 
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 יותר לעומקקומבינטוריקה 

 שאלות 

 אנשים בשורה כך ש:  10בכמה אופנים ניתן לסדר  (1
 ללא הגבלה.  . א
 אבי ובני סמוכים. .ב
 אבי, בני וגדי סמוכים.  . ג
 אבי ובני לא סמוכים.  .ד
 אבי ובני סמוכים וגם גדי ודני סמוכים. .ה
 אבי ובני סמוכים וגדי ודני לא סמוכים. .ו

 
 

 שניבנות יש להרכיב נבחרת כדורסל בה יש לפחות  15-בנים ו  10בכיתה בה יש  (2
 .בנות  שתיבנים ולפחות 

 בכמה דרכים ניתן לעשות זאת? 
 

8  שחמט צריחים על לוח 8בכמה אופנים שונים ניתן להניח  (3 8 בלי שאף צריח מ
 יאיים 

 על חברו כך ש: 
 ה עמודה של חברו()צריח מאיים על חברו אם הוא נמצא באותה שורה או באות

 כל הצריחים הם לבנים. . א
 שלושה צריחים הם לבנים וחמישה הם שחורים. .ב
הצריחים נלקחים מתוך שקית ובה מלאי בלתי מוגבל של צריחים לבנים  . ג

 ומלאי בלתי מוגבל של צריחים שחורים.
 

 ספרתיים מופיעה הספרה:  6בכמה מספרים  (4
 פעם אחת בדיוק. 0 . א
 פעם אחת לפחות.  0 .ב
 לפחות.  פעם אחת 7 . ג
 פעם אחת בדיוק.      7 .ד

 .0יש לזכור שמספר לא יכול להתחיל בספרה 

 
 

 על הסעיפים הבאים: וענ (5
 .טבעי nיהי  . א

בכמה תת קבוצות של   1, 2,3,..., 2n   ?יש אי זוגי אחד לפחות 

בכמה תת קבוצות של  .ב 1, 2,3,..., 2n   1יש לפחותn+ איברים ? 
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 1 כוס קינליו 1 כוס קולה ,לימונדות זהות 10בכמה אופנים שונים ניתן לחלק  (6
כך שכל תלמיד מקבל לפחות משקה אחד והקולה  ,תלמידים צמאים 4-ל

 והקינלי ניתנים לתלמידים שונים?
 

 :כך ש ,תאים 3-כדורים זהים ל 400בכמה דרכים ניתן לחלק  (7
 כדורים.   200-יש תא ובו יותר מ . א
 בכל תא מספר זוגי של כדורים.  .ב
בשני תאים מתוך השלוש מספר אי  זוגי של כדורים ובתא אחד מספר  . ג

 זוגי של כדורים.
 

 . קומות 13אנשים נכנסים למעלית בבניין בן   7 (8
 בכמה אופנים הם יכולים ללחוץ על כפתורי המעלית כך ש:

 יתכן ותמשיך הלאה משם(המעלית תעצור בקומה החמישית? )  . א
 המעלית תעצור בקומה החמישית לכל היותר. .ב
 המעלית תגיע לפחות עד הקומה החמישית.  . ג

 .)ולא תמשיך משם הלאה( המעלית תעצור בקומה החמישית .ד
 

כדורים צבעוניים )שונים(  n-כדורים לבנים זהים ו  nבכמה דרכים ניתן לחלק  (9
 כך שבכל תא יהיה:  ,2n- ל

 לכל היותר כדור אחד.  . א
 לכל היותר כדור לבן אחד ואין מגבלה על מספר הצבעוניים. .ב
 לכל היותר כדור צבעוני אחד ואין הגבלה על מספר הלבנים. . ג
 מספר שווה של לבנים וצבעוניים. .ד

 

 בכל משבצת.  או   עמודות יש לסמן  m-שורות ו kבמלבן בן   (10

)יש  הראו כי  . א )2 1
k

m אחד  כך שבכל שורה יופיע  ,דרכים לעשות זאת −

 לפחות. 
 אחד לפחות בכל עמודה.  כך שיופיע  ,בכמה דרכים ניתן לעשות זאת .ב

) הסיקו כי . ג ) ( )2 2 1 2 1
k m

mk m k − + −. 

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (11

,1כמה תמורות של  . א 2,3, ,n  לאו דווקא 3-ל 1מופיע בין  2מספר( ?

7nר  עבו ,למשל. צמודים   1נמצא בין  2כי  ,חוקית  4352981התמורה  =
 ( 3-ל

,1,2,3בכמה תמורות של  .ב . 3- אין מספרים קטנים מ   3 מימין למספר 5
 לא חוקית(  43152חוקית ואילו  24135)למשל 
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  על הסעיפים הבאים: וענ (12
 אנשים לשלושה זוגות ושתי שלשות?  12בכמה אופנים שונים ניתן לחלק  . א
 אך בנוסף דני ודנה לא נמצאים באותה קבוצה.  ,א סעיף כמו  .ב

 

 הבאות? שליליים יש לכל אחת מהמשואות -כמה פתרונות בשלמים אי (13

1  . א 2 7 20x x x+ + = 

1  .ב 2 3 45 14x x x x+ + + = 

) . ג )( )1 2 3 4 5 6 18x x x x x x+ + + + = 

 

 :כך ש ,זוגות נשואים nאנשים מתוך   nבכמה דרכים ניתן לבחור ועדה בת   (14

 עדה לא ישתתף אף זוג נשוי.ובו . א
 יהיה שווה למספר הנשים.מספר הגברים  .ב
 מספר הגברים יהיה קטן ממש ממספר הנשים. . ג

 

3,...,1,2,3}: כמה פונקציותמצאו  (15 1,3 } {1,2,3,..., 1, }f n n n n− → מקיימות את   −
 מקורות. 3בדיוק  בר בתמונה ישיהתנאי הבא: לכל א

 

תאים,   10-כדורים כחולים ל 20-כדורים אדומים ו 50מה מספר הדרכים לפזר  (16
   יהיה לפחות כמספר הכדורים הכדורים האדומיםכך שבכל תא מספר 

 הכחולים?
 

 ? ולזוגות n לקבוצה בגודל 2nקבוצה בגודל  דרכים ניתן לחלקבכמה  (17
 (זוגי nכי  )ניתן להניח 

 

ושתי תרנגולות   זהיםשועלים  2, שוניםפילים   8בשורה יתן לסדר דרכים נבכמה  (18
משמאל לימין על פי משקלם בסדר עולה, ואף   , כך שהפילים מסודריםזהות

 שועל לא יהיה צמוד לתרנגולת? 
 

כדורים צבעוניים )כל אחד  100-כדורים לבנים ו 100דרכים ניתן לחלק בכמה  (19
התנאים הבאים: יהיה לפחות תא   שיתקיימו שני כך ,תאים 250-בצבע שונה( ל

יהיה לפחות תא אחד שמכיל יותר מכדור  אחד שמכיל יותר מכדור לבן אחד, ו
 .אחד צבעוני

 

נשים במעגל כך שבני אותו מין לא   n-גברים ו nבכמה  דרכים ניתן לסדר    (20
 ישבו זה לצד זה? כנ"ל לגבי שורה.

    

  

1

פרק 1קומבינטוריקה בסיסית

9

9



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר בסרטוני וידאו היכנסו ללפתרון מלא  

  ©  טל פלדמן –כתב ופתר  
 

, באופן  2א- ו 1שה ילדים מבין תלמידי כיתות אייש לבחור קבוצה של ש (21
. מספר הבנים בקבוצה צריך להיות  2א- ושלושה מ 1א-ששלושה מהם יהיו מ

 15יש   2א-בנות וב 15-בנים ו 10יש  1א-(. ב3-ו 3שווה למספר הבנות בקבוצה )
 בנות. בכמה אופנים ניתן לבחור את הקבוצה?  10-ובנים 

 

 צבעים יש לפחות כדור אחד מכל צבע? 10-כדורים ב nקבוצות של בכמה  (22

 

 תפונקציומה כ (23   : 1, 2,..., 1, 2,...,f n n→ ( 1כאשרn   מקיימות את התנאי )

( ) ( )1f k f k 1לכל  + 1k n  −? 

 

 כמה פונקציות (24   : 1, 2,3, , 1, 2,3, ,f n n→ המקיימות   ,חח"ע ועל יש

( )f k k− זוגי  לכל   1,2,3, ,k n? 

 

 90-כדורים צבעוניים )כל אחד בצבע שונה( ו 60בכמה דרכים ניתן לחלק  (25
   :הבאים גם יחדכך שיתקיימו שני התנאים  ,תאים  100-כדורים לבנים זהים ל

יהיה לפחות תא אחד שמכיל יותר מכדור צבעוני אחד וכמו כן בכל תא יהיו 
 כדורים לבנים. 50לכל היותר 

 

כך שכל    ,אנשים 10- תפוחים ל 4-תפוזים, ו 2בננות,  4בכמה דרכים ניתן לחלק  (26
 אחד יקבל בדיוק פרי אחד? שימו לב שפירות מאותו סוג נחשבים זהים.

 

0k- תן לבנות שורה מבכמה דרכים ני (27   0-כדורים לבנים זהים וm   כדורים
 ? )ושונים מלבן( צבעוניים שונים

 

A{12,13,...,1,2,3}יש לקבוצה  7 כמה תת קבוצות בגודל (28 שיש בהם שני  , =
 איברים עוקבים?

 

תהי  (29 1, 2,3, ,nA n=,  כאשר
oddn,  1ותהי 2, , na a a של   תמורה כלשהיnA. 

)כי המכפלה   וחיהוכ )( ) ( )1 21 2 na a a n− −  . פתור(ל)יש  בהכרח זוגית −

 

 קוביות. כמה תוצאות יש אם:  nמטילים  (30
 הקוביות שונות.        . א
 הקוביות זהות.  .ב
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נתונה הקבוצה  (31 1, 2,3,A n=. 

)כמה זוגות של קבוצת   ),C D ,,C D A כך ש: 

עבור  ללא הגבלה.  . א 1, 2A  את כל הפתרונות.  מורש, =

C .ב D =.   עבור 1, 2A  את כל הפתרונות.  מורש ,=

C . ג D.   עבור 1, 2A  את כל הפתרונות.  מורש ,=

C .ד D A עבור   .= 1, 2A    את כל הפתרונות. מורש ,=

2אם  .ה C ,2 אז D   עבור( 1, 2,3A ים את יזוג שמק ימוהדג ,=

 .הדרישה וזוג שאינו מקיים את הדרישה(
 n-לא נתון שש לב מו )שי D-אז יש כזה גם ב ,C-אם יש מספר אי זוגי ב .ו

 . הוא זוגי(
 

להתקדם   בשריג המתואר להלן. בכל שלב יכול החרגול Aחרגול נמצא בנקודה   (32
 צעד אחד ימינה או צעד אחד למעלה.

 ?Bלנקודה  Aמנקודה  בכמה אופנים שונים יכול החרגול להגיע . א
 
 
 
 
 

נקודה המסומנת הלעבור דרך  בכמה אופנים הוא יכול לעשות זאת מבלי .ב

) להלן )2, 2? 
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 קודמת לא התעייף )מדובר בחרגול ספורט( ונמצא  השאלה ההחרגול החביב מ (33
nבשריג  Aעכשיו  בנקודה   n  13) המתואר להלן 13 חשהלהמ). 

שלב יכול החרגול להתקדם צעד אחד ימינה או צעד אחד למעלה.  בכל  תזכורת:
 ?Bלנקודה   Aבכמה  דרכים יכול החרגול להגיע מנקודה 

nבשאלה הוא השריג ש לב מו)שי n) 
 . גבלההללא  . א

)מבלי לעבור דרך אף אחד מהנקודות  .ב ) ( )7,3 , 5,9? 

 (?)מה המשלים של הסעיף

)מבלי לעבור דרך אף אחד מהנקודות  . ג ) ( )5,3 , 7,9? 

 ת הסיום( מבלי לגעת באלכסון האדום? )פרט לנקודת ההתחלה ונקוד  .ד
 

 

 

 

 

 

 

  ירוקו אדום, צהוב :למורה צילה מאגר בלתי מוגבל של חרוזים בשלושה צבעים (34
תלמידים. בשיעור מלאכה  27בכיתה ג'  .)חרוזים מאותו צבע נחשבים זהים(

המורה צילה נותנת לכל ילד שקית והילד בוחר חמישה חרוזים ומכניס לשקית. 
 בסוף השיעור המורה מכניסה את כל השקיות למחסן. 

 כמה תכולות מחסן אפשריות?
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n n n

 − − −            
 = − + −            

− −            
 

ד.  
21

 1

n

nn

 
 

+  
 

34) 
47

20

 
 
 
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פרק 2 - הבינום של ניוטון

תוכן העניינים
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14

14



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  ©  טל פלדמן –כתב ופתר  
 

 הבינום של ניוטון

 שאלות 

אלגברית וקומבינטורית את הזהות הוכיחו  (1
0

2 3
n

k n

k

n

k=

 
= 

 
. 

 

0nהוכיחו לכל   (2  2  את הזהות

0

6 2
n

n n k

k

n

k

−

=

 
=  

 
. 

 

את השוויוןהוכיחו  (3

1 2 02 3 3 3 ... ( 1) 3 ... ( 1) 3
2

n n n n k n k n
n n n

n
k n

− − −     
= − + − + − + + −     

     
 

 

2 טבעי מתקיים n הוכיחו שלכל (4

0

2 1
2

n
n

k

n

k=

+ 
= 

 
. 

 

 קומבינטורית את הזהותבדרך אלגברית והוכיחו  (5
2 2 2

m n n m
mn

+     
= + +     

     
. 

 

  כיהוכיחו  (6
2n

n

 
 
 

 .nלכל זוגי  

 

1כי  הוכיחו  (7

1

2 3
3

n
k n

k

n n
k

k

−

=

 
=  

 
. 

 

  הוכיחו כי (8
0

,, ,
n

k

x y x y

n k n k
x y n

=

+ +    
=    

−    
  . 

 

את השוויון הוכיחו  (9
, 0

3n

k j

n n n n

k j k j n=

     
=     

+     
. 

 

קומבינטורית את הזהות ובדרך אלגברית הוכיחו  (10
r m r r k

m k k m k

−     
=     

−     
. 
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0nלכל שהוכיחו  (11   0ולכל k n   מתקיים
2

2
1 2 2

n n n n

k k k k

+       
+ + =       

+ + +       
. 

 

אלגברית וקומבינטורית את הזהות הוכיחו  (12

( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2
2 1 2 3 1

!

n n

n n
n

−     
     

     
−  − = 

 

)את הזהות הוכיחו  (13 ) 2

1

2 3 5 2
6

2

n

k

n n n
k n k n

k n k n=

−    
− =    

− −    
. 

 

את השוויון  והוכיח (14
0

1N

n

k n k N

n N=

− + +   
=   

   
. 

 

0nכי אם  הוכיחו (15  אז ,זוגי 
2

2n

n

n 
  
 

. 

 

)כמה מבין המספרים בפיתוח הבינום  (16 )
80

42  שלמים? +7

 

)  טבעי מתקיים n הוכיחו כי לכל (17 ) ( )1 1
n n in

n
n n n

i

− 
− − = − 

 
. 
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מתמטיקה בדידה המרצה החדש
פרק 3 - עוצמות

תוכן העניינים
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 עוצמות 

 שאלות 

 : שקילות  תיבפונקצי שימוש ללא (1

הוכיחו כי   . א odd -ו  =,1,3,5 even 0, 2,  שוות עוצמה.   =,4

הוכיחו כי   .ב 1, -ו  =,2,3 even 0, 2,  שוות עוצמה.   =,4

2הוכיחו כי   . ג =   שקולה ל - 1, 2,3,= . 

 .~הוכיחו כי   .ד

 היא קבוצת הרציונליים החיוביים. +, כאשר +~הוכיחו כי   .ה

הוכיחו כי   .ו   0,1 ~ 0,3. 

הוכיחו כי   .ז   0,1 ~ 3, 4. 

הוכיחו כי   .ח   0,1 ~ 3,5. 

A,הוכיחו כי לכל שתי קבוצות  . ט B מתקיים ,~A B B A . 

 

:  הבאות באמצעות פונקציות חח"ע ועל בין הקבוצות את השקילויות וחיהוכ (2
 )פונקציית שקילות( 

) . א ) ( )0, 2010 ~ 0, 

 .ב )    1,3 4,8 0,1 

) . ג )  ( ) 2 2 2 2, 1 , 4x y x y x y x y+ = + = 

  .ד

 .ה 0,1 

) .ו )1,1− 

 .ז )  )0,1 0,  

) .ח  ( )0,1 0,1 

 . ט )  )  )0,1 0,1 ~ 0,1 

 .י     0,1 0,1 0,1even odd 

 . יא     0,1 0,1 ~ 0,1,2,3 

 .יב  ( )0,1
A

P A 
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 היא אינסופית אם קיימת קבוצה שחלקית לה ממש ושקולה לה.  A: קבוצה הגדרה

 . 4-3היעזרו בהגדרה זו לפתרון שאלות    

A,תהיינה  (3 B :קבוצות. הוכיחו 

Aאינסופית, אז  Aאם  . א B  .אינסופית 

Aאינסופית וגם  Aאם  .ב B אז ,B  .אינסופית 

 

A,תהיינה  (4 B   קבוצות, ונתון כיA B  שקולה ל-A . 
 הוכיחו או הפריכו:

Aאם  . א B B  אז ,A  .אינסופית 

Aאם  .ב B A  אז ,B  .אינסופית 

A, אז סופית Aאם  . ג B. 

 

)בין קבוצות באופן הבא:   ~נגדיר יחס  (5 ), , ~A B A B  .שוות עוצמה 

 הוא יחס שקילות.   ~הוכיחו כי  

 

 הוכיחו: (6

0 . א 0n + =  כאשר ,n. 

0 .ב 0 0 + = 

0 . ג 0 03 2   = 

0 .ד 0n  =  כאשר ,n. 

 .ה
0 0 0  = 

0 .ו 0

n =  )היעזרו במשפט קב"ש( 

0אם  .ז   3, אז = +. 

0 .ח 0

02
 
= 

0 . ט 02
 

 = 

0 .י

0 2
   0)הדרכה: הסיקו מהסעיף הקודם כי

0

 ) 
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 גדירות היטב של אריתמטיקה של עוצמות.  (7

תהיינה  . א
1 2,k k  עוצמות ויהיו,A B 1- כך ש ,קבוצות 2,A k B k= =. 

1נגדיר פעולת הפרש בין עוצמות באופן הבא:  2k k A B− = −. 

תוצאות של ההפרש משתנות הפעולה זו אינה מוגדרת היטב, כלומר 
 בהתאם לקבוצה ולא בהתאם למחלקה. 

דוגמאות לקבוצות שעוצמתן  2הציגו 
0 ,  אך עוצמת ההפרש שונה בכל

 אחת מהדוגמאות. 

~מתקיים   אם הוכיחו כי .ב ~B D A C C D A B =   =  , 

)אז  ) ( )~A C B D . 

~הוכיחו כי אם  . ג ~C D A B אז ,~A C B D . 

 

,הוכיחו כי לכל שלוש קבוצות  (8 ,A B C :מתקיים 

) . א ) ( )~A B C A B C    

Bאם  .ב C = אז ,( )
~

B CB CA A A


  והראו כי ,B C =  .הכרחית 

) . ג )
C C CA B A B =  

) .ד ) ~
C

B B CA A  

 

Aהקבוצה  כיהוכיחו  (9  ,םיקבוצת המספרי הרציונלי, =

)-ו ) 2 : , ,B f x ax bx c a b c= = + +   .שוות עוצמה 

 

0r כאשר)   rמעגל במישור ברדיוס  (10  )שמרכזו בראשית הצירים ,ממשי, 

)הוא קבוצת כל הנקודות  ),x y  2במישור המקיימות את המשוואה 2 2x y r+ =  ,

 .שלהלן כמודגם בציור
0rהוכיחו שלכל  ,  עוצמת מעגל ברדיוסr  שמרכזו בראשית הצירים היא. 

 

 :הוכיחו או הפריכו (11

A,תהיינה  B  שתי קבוצות כלשהן. אםA B  0היא קבוצה מעוצמה  וגם

A B   0היא קבוצה מעוצמה,  אזA B  0היא קבוצה מעוצמה. 

1
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)נגדיר   (12 )  2 2P A A=  )  ,כלומר .= )2P קבוצות  ה- י היא קבוצת כל תת

 טבעיים.הבנות שני אברים של 

)מהי עוצמת   )2P ? .הוכיחו 

 

את קבוצת המספרים הטבעיים  נסמן ע"י   (13 1, את   +- וב =,2,3

 .הממשיים החיוביים

)מה העוצמה של הקבוצה  . א )4

4A a a=  ? 

4  ,למשל
41, 5,2, 7 A. 

)מה העוצמה של  .ב ), kA a k a+=    ? 

,310041  ,למשל 5,2, 7, 3, 4 A. 

ניתנת לשידוך לקבוצה חלקית  במישור זרים  מעגליםהראו שקבוצה של  . ג
 של טבעיים. 

 

תהי  (14
1 1

A x n x n x
n n

    
=        −    

    
. 

 ?Aמה עוצמת  

 

)תהי  (15 ) , , ,A a b a b a b=   . כלומר,  A  היא קבוצת כל הקטעים

 .- הפתוחים ב
 הוכיחו.  ?Aמהי עוצמת  

 

)באופן הבא:  מעל    Sנגדיר יחס  (16 ) ( )1 2 1 2 1 1x x S y y x y =      , 

 . (זאת)אין צורך להוכיח יחס שקילות  S כאשר

)כי קבוצת המנה הוכיחו  )
s


היא מעוצמה  

0. 

 

מתקיים  A: לכל קבוצה הוכיחו או הפריכו (17 ( )1A A  −. 

 

)כי עוצמת הקבוצה הוכיחו  (18 ) ( ) ( ) ( )1,2 2,3 3,4 , 1
n

n n


   =  .היא  +

 

קבוצה מעוצמה   Aתהי  (19
0  ויהיE  יחס שקילות מעלA. 

0Eכי  הוכיחו  =. 
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 :הוכיחו או הפריכו (20

A,לכל זוג קבוצות  B מתקיים ( ) ( ) ( )
C C CA B A B A B   . 

 

sinת הסינוס  י פונקצי (21 : . 2היא פונקציה מחזורית בעלת מחזור של  →

) ,כלומר ) ( )sin 2 sinx x+  .xלכל , =

0עבור   2x    מתקיים sin 0 0, , 2x x  =  . 

את עוצמת הקבוצה   ומצא sin sin 0O x x=   . הוכיחו .=

 

)-כך ש ,Aהאם קיימת קבוצה  (22 ) 0P A = ?הוכיחו. 

 

 .2מניה של ישרים לא יכולה לכסות את המישור -הוכיחו כי קבוצה בת (23

 

 קבעו האם לקבוצה אחת עוצמה גדולה יותר, או שהן שוות: (24

 . א   
( )

0,1 , 0,1
P

 

) .ב ) ( )
( )

,
P

P P 

 , . ג

 

 חשבו את עוצמת הקבוצות הבאות:  (25

 . אינסופיות של הטבעייםקבוצת כל הסדרות ה . א

 . אינסופיות העולות ממש של הטבעייםקבוצת כל הסדרות ה .ב

 . בינאריות האינסופיות קבוצת כל הסדרות ה . ג

 .10הבינאריות האינסופיות, שאין בהן את הרצף  קבוצת כל הסדרות  .ד

 .00האינסופיות, שאין בהן את הרצף  הבינאריות קבוצת כל הסדרות  .ה

 10הבינאריות האינסופיות, שאין בהן את הרצף  קבוצת כל הסדרות  .ו
 .00וגם את הרצף  

 .קבוצת כל היחסים מעל  .ז

 .הרפלקסיביים מעל   קבוצת כל היחסים .ח
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מתמטיקה בדידה המרצה החדש
פרק 4 - נוסחאות נסיגה (רקורסיה)

תוכן העניינים
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 נוסחאות נסיגה )רקורסיה(

 שאלות 

להיות מספר הסדרות היורדות הלא   naשלילי נגדיר את -שלם אי nל לכ (1

, כך שההפרש בין כל שני n-ל 1ריקות, שמורכבות ממספרים טבעיים בין 
 . 3מספרים עוקבים בסדרה הוא לפחות 

כתבו נוסחת נסיגה ותנאי התחלה ל 
na. 

 דוגמאות: 

נספרת בחישוב של  (12,9,5,1)הסדרה  -
14a מכיוון שהיא יורדת, כל הספרות ,

או  3, וההפרשים  בין כל שתי ספרות עוקבות בסדרה הם  14-ל 1שבה הן בין   
 יותר. 

( נספרת בחישוב של  14הסדרה ) -
14a  מכיוון שהיא יורדת, כל הספרות שבה הן ,

או יותר   3ספרות עוקבות בסדרה הם , וההפרשים בין כל שתי  14-ל 1בין  
 שאין ספרות עוקבות(.)בגלל  

אינה נספרת בחישוב של   (12,9,7,1)הסדרה  -
14a מכיוון שההפרש בין הספרה ,

 .2השנייה והשלישית בסדרה הוא  

 

 נוסחת נסיגה ותנאי התחלה עבור מספר האפשרויות לחלק קבוצה בת ומצא .א (2
    n .אנשים לזוגות ולבודדים 

 n נוסחת נסיגה ותנאי התחלה למספר הדרכים לחלק קבוצה של ומצאב. 
הזוגות   בתוךהזוגות והשלשות ו ביןאנשים לזוגות ולשלשות, כאשר הסדר    
 ו משנה. והשלשות אינ   

 

בחפיסת קלפי טאקי יש מספר לא מוגבל של קלפים בצבעים צהוב, אדום, כחול   (3
 ירוק, ואיננו מבחינים בין קלפים שונים מאותו צבע.ו

שבהם מעל קלף אדום או כחול  ,nמספר ערימות קלפי טאקי בגודל  na יהי

 אסור לשים קלף צהוב או ירוק.

- נוסחת נסיגה ותנאי התחלה ל ומצא
na. 
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מעל  nיחס רקורסיבי ותנאי התחלה עבור מספר המילים באורך   ומצא (4

 , ,A B C ףללא הרצ : 

 CC . א

 AB .ב

AA, . ג AB 

AA, .ד BA 

, .ה ,AA AB AC 

AB, .ו BC (פתרו בשתי דרכים ) 

BA, .ז CA 

AA, .ח BB 

, . ט ,AA BB CC 

BC, .י CB 

 

 nיחס רקורסיבי ותנאי התחלה עבור מספר הדרכים לרצף שביל באורך   ומצא (5
מרצפות ירוקות באורך   ,2, מרצפות צהובות באורך 2במרצפות אדומות באורך 

 כל אחת.   1, ומרצפות שחורות ומרצפות לבנות באורך 2
את  ונוסחה מפורשת, וחשב ו, קבלהתקבלאת יחס הנסיגה ש  רופת מכן לאחר

  נייהאחת לפי היחס הרקורסיבי וש :ארבעת האיברים הראשונים בשתי דרכים
 . נמצאה המפורשת שהצבה בנוסחה  ל ידיע

 

מעל קבוצת  nמהו מספר הסדרות הפלינדרומיות באורך   , טבעי nעבור   (6

הספרות העשרוניות  0,1,2,...,9? 

,...,1 דרה)ס nx x 1אם   ,היא פלינדרומיתi n ix x − 1לכל   =+ i n . 

אם בקריאתה מהסוף להתחלה או מההתחלה לסוף  :פשוטהובעברית 
 (.1,7,2,2,2,7,1למשל   ,מתקבלת אותה סדרה
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  ,1-ו 0: הספַרות סימנים 6נתבונן בסדרות סופיות של סימנים, הלקוחים מתוך   (7
,*,/  וארבעה סימני פעולה ,−  ובכפוף לתנאים הבאים:, +

 הסדרה נפתחת ומסתיימת בסִפרה.. 1
 אין הופעות צמודות של סימני פעולה. . 2

0100דוגמאות של סדרות העונות על התנאים:   /101 11 1010− +,  001. 

00 ,−00עונות על התנאים:  שאינןוגמאות של סדרות ד 10+ +,  101 /00+ . 

- נסמן ב
na את מספר הסדרות הללו שבהן בדיוק  n  .סימנים 

 יחס נסיגה עבור ומצא . א
na. 

0אופן ישיר  את  ב ומצא .ב 1 2 3, , ,a a a a, התקבלוש בעזרת הערכים  וקבדו  

 . רשמתםאת יחס הנסיגה ש

 .naנוסחה מפורשת עבור   ואת יחס הנסיגה וקבל רופת . ג

 .את תוצאות סעיף בבעזרת הנוסחה  קובד

 

2מוגבל של בלוקים זהים בגודל -בידינו מספר בלתי (8 1 
2מוגבל של בלוקים זהים בגודל  -ומספר בלתי 2 . 

7n  להלן )בציור  2n שממדיו עלינו לרצף מלבן =.) 
 אסור לחרוג מגבולות המלבן. 

2 בלוק של 1 עומד'  או 'שוכב' ,כרצוננו אפשר להניח .' 

 מספר הריצופים השונים האפשריים.  naיהי 

 יחס נסיגה עבור מורש . א
na ותנאי התחלה מספיקים. אותו( ורי)הסב 

 את יחס הנסיגה.  רופת .ב

 ובאופן ישיר. מתוך יחס הנסיגה שבסעיף א' בשתי דרכים: 4a את וחשב . ג
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- תנו ביטוי מפורש ל (9
na  בנוסחאות הנסיגה הבאות וחשבו את

3 4 5, ,a a a  בשתי

 . בעזרת הנוסחה המפורשתובעזרת יחס הנסיגה  :דרכים

1 . א 25 6n n na a a− −= 0כאשר   , − 13 , 7a a= =. 

1 .ב 15 4n n na a a+ −= 0כאשר   ,− 11 , 1a a= =. 

 . ג
1 24 4n n na a a− −= כאשר   ,−

0 11 , 4a a= − =. 

1 .ד 1 27 6n n na a a+ − −= 0כאשר   ,+ 1 21 , 0 , 7a a a= = =. 

 .ה
1 1 24 5 2n n n na a a a+ − −= − כאשר  , +

0 1 21 , 4 , 11a a a= = =. 

1 .ו 27 10 16n n na a a n− −= − כאשר    ,+
1 019 , 14a a= =. 

 .ז
1 26 8 3n n na a a− −= − כאשר     ,−

0 11 , 9a a= =. 

1 .ח 26 8 3n

n n na a a− −= − 0כאשר     ,− 11 , 9a a= =. 

1 . ט 26 8 2n

n n na a a− −= − כאשר     ,−
0 11 , 10a a= =. 

1 .י 210 25 5n

n n na a a− −= − 1כאשר    ,+
0 1 2

1 , 7a a= − =. 

1 . יא 23 2 2n

n n na a a n− −= − + כאשר  ,+
0 11 , 2a a= =. 

 

נוסחת נסיגה ותנאי התחלה עבור הסידרה  ומצא (10
na   :המקיימת

( )2 12 3 1 1n n

na n+= − − +. 

 

,0,1בספרות  nלמספר הסדרות באורך   נוסחת נסיגה ובכת (11  .12-ו 00ללא  2

 

מיליון דולר   4 מיליון דולר, 2איש ציבור נורמטיבי לוקח שוחד כל שנה בסכום  (12
  6שוחד על סך הוא לא לוקח  ,לבמיליון דולר. כדי לא למשוך תשומת  6או 

-נסמן ב .שנתיים ברצף מיליון דולר
na  את מספר סדרות השוחד השונות שיכול

 שנים. nן  לצבור איש ציבור בשירות נורמטיבי ב
; את סדרת השוחד 2,2,2,2שנים ניתן לצבור את סדרת השוחד  4דוגמה: במשך 

לב ששתי הסדרות  ושימ) כן הלאה; ו4,2,2,6 ; את סדרת השוחד2,4,2,6
 .(האחרונות נספרות כשתי סדרות שוחד שונות

- נוסחת נסיגה ותנאי התחלה לו רשמ
na. 

 

את מספר המילים מעל   na  על ידינסמן  nלכל  (13 , , , ,A B C D E  שלא מכילות

,אף אחד מהרצפים  ,AA BA CA. 

 .naנוסחה מפורשת עבור   ומצא
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יהי  (14
na   מספר הסדרות באורךn בריהן שייכים לקבוצהישא  1, 2,3 ,8 

ים בסדרה מספרים זוגיים זה בסמוך  הבא: לא מופיעמקיימות את התנאי ו
 לזה. 

מצאו יחס נסיגה עבור  . א
na ,רשמו אתו  

1a  ו-
0a . 

פתרו את יחס הנסיגה וקבלו ביטוי מפורש עבור  .ב
na. 

חשבו את  . ג
2a   מנוסחת הרקורסיה ומהביטוי המפורש, ובדקו שהתקבל

 אותו ערך. 

 

 1המתחילים בקודקוד  ,n  כמה טיולים באורך (15
 ? הבא ףיש בגר 1ומסתיימים בקודקוד 

2nעבור   :לדוגמה ,1יש שני טיולים כאלה והם   =  . 1,6,1-ו 2,1

4nעבור   :לדוגמה  טיולים כאלה והם יש שישה  =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,2,1,6,1 , 1,6,1, 2,1 , 1,6,1,6,1 , 1,6,5,6,1 , 1,2,1,2,1 . 1,2,3,2,1  

 

) ,4טבעית של א חזקה הו nנתון כי   (16 ) 216
4

n
f n f n

 
= + 

 
)וכן    )1 3f =. 

 יטת הצבה חוזרת.בשפתרו 
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מתמטיקה בדידה המרצה החדש
פרק 5 - הכלה והדחה

תוכן העניינים
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 הכלה והדחה

 שאלות 

יש מעל הא"ב  nכמה מילים באורך   (1 , , ,A B C D , כך שהאותיות,A B  חייבות

 להופיע? 

 

 מתנות שונות.  10המארח קנה  , להםלארוחת ערב הוזמנו חמישה אנשים (2
כך שכל אורח יקבל לפחות   ,בכמה דרכים ניתן לחלק את המתנות בין האורחים

 פרס אחד? 

 
הגיוניות יש חמישה קורסים. בכל אחד מחמשת -בקייטנת ההשקעות הלא (3

ילדים  44כל זוג קורסים יש בדיוק לילדים.  55הקורסים רשומים בדיוק 
ילדים שרשומים  33לכל שלושה מהקורסים יש בדיוק  ,לשניהם שרשומים
 ילדים שרשומים לארבעתם.  22לכל ארבעה מהקורסים יש בדיוק ו ,לשלושתם 

 הוכיחו כי יש לפחות ילד אחד שרשום לכל חמשת הקורסים בו זמנית.
 

 בדיוק? 23סכום הספרות הוא   ןממיליו א. בכמה מספרים קטנים (4
 ( מופיעה גם בפרק על פונקציות יוצרותשאלה זו )   

 בדיוק? 31סכום הספרות הוא   ןממיליובכמה מספרים קטנים ב. 
 לכל היותר? 23סכום הספרות הוא   ןממיליובכמה מספרים קטנים ג. 
 

 מספרים.  8את התוצאות כסדרה של  שמופעמים ור 8 הוטלה הקוביי (5
כל ששת יופיעו שבהן של הטלות,  8מה מספר האפשרויות לסדרות באורך 

 )כל מספר לפחות פעם אחת(? 6עד  1-המספרים מ 
 

- יפו-במערכת שנה א של התוכנית למדעי המחשב באקדמיה המכללתית של תל (6
 40ביב יש חמישה קורסים. בכל אחד מחמשת הקורסים רשומים בדיוק א

לכל  ,תלמידים שרשומים לשניהם 32לכל זוג קורסים יש בדיוק תלמידים. 
לכל ארבעה ו ,תלמידים שרשומים לשלושתם 24שלושה מהקורסים יש בדיוק 

 תלמידים שרשומים לארבעתם.  16מהקורסים יש בדיוק 
 שיש לפחות תלמיד אחד שרשום לכל חמשת הקורסים בו זמנית. ו הוכיח
 ביטוי שמתאר כמה תלמידים יש בכל חמשת הקורסים יחד.  והנתונים כתב: על סמך הדרכה

 
 מתנות שונות.  10ה תקנ תהמארח  , להןנשים שלארוחת ערב הוזמנו חמ (7

קבל ת  תכך שכל אורח ות,בכמה דרכים ניתן לחלק את המתנות בין האורח
 לפחות פרס אחד?
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ולר )שלא כמו  ד ןמיליו  6או  4,  2איש ציבור מושחת לוקח כל שנה שוחד בסך  (8
דולר   ן מיליו 6, איש ציבור מושחת יכול לקחת שוחד של איש ציבור נורמטיבי

מספר שנים ברציפות(. סדרת שוחד היא סדרת סכומים שקיבל איש ציבור  
 . 6, 6, 2, 4,  2 מושחת במשך כמה שנים, למשל

מיליון דולר במשך   20כמה סדרות שוחד יניבו עבור איש ציבור מושחת סך של 
 שנים? 6
 

עבור (9 1, 2,3. ,10A f: כמה פונקציות, = A A→  יש,  עלוחח"ע 

)-כך ש )f k k   1עבור, 2,3k =? 

 

בכמה תמורות של המספרים  (10 1,2,3,4,  3-כל המספרים שמתחלקים ב  ,18,

 ? במקומות של מספרים שמתחלקים בשלוש ואף זוגי לא במקומו
 

רשותך שלושה כדורים לבנים זהים, שלושה כדורים שחורים זהים, ומאגר ב (11
. בכמה אופנים ניתן להרכיב מהם קבוצה בלתי מוגבל של כדורים אדומים זהים

 ?כדורים n( בת סדר הכדורים לא משנה)
 את התוצאות. בעזרת הכלה והדחה והשוובעזרת פונקציות יוצרות ו רותפ
 

 ( מגיעות למפגש ה אבא, אמא וילדמשפחות בנות שלוש נפשות כל אחת )שבע  (12
 חברתי.

 :כך ש ,בכמה אופנים ניתן לסדר אותם בשלשות
 ללא הגבלה? . א
מורכבת מאבא, אמא וילד אבל אף שלשה לא תרכיב כל שלשה תהיה  .ב

 משפחה שלמה? 
יתכן שלשה המורכבת  ,כלומראף שלשה לא תרכיב משפחה שלמה ) . ג

 .(משלושה אבות או שני אבות וילד
 

 ,כך שאף תא לא יהיה ריק ,כדורים לארבעה תאים 40בכמה דרכים ניתן לחלק  (13
 כאשר

 הכדורים זהים. . א

 הכדורים שונים. .ב
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משימות   5 אחראים יחד על ביצוע של (4, 3 , 2, 1 נמספר)ש אנשים שונים ארבעה (14
,  בדיוק שני אנשיםלביצוע כל משימה נדרשים ה(.  ד, ג, ב, א,  שנקטלגשונות )

 .אין הבדל בין תפקידי שני האנשים בצוות המבצע משימה נתונה  כאשר

 ?המשימות לצוותים של שני אנשים 5בכמה דרכים ניתן להקצות את  . א
 לעשות זאת:  לגיטימיותות לדרכים אדוגמ הנה כמה 

,1}הצוות  :1 דוגמה  . המשימות יבצע את כל {2

,1}הצוות  :2 דוגמה את   {1,3}הצוות  ,ב-ו יבצע את משימות א {2

 .ה את משימה  {2,3}והצוות ,ד- ו משימות ג

,1}הצוות  :3 דוגמה ,3} הצוות ,ב-ו א יבצע את משימות  {2 את   {4

 .ה  את משימה  {2,3} והצוות ,ד- ו משימות ג

המשימות לצוותים של שני חמשת בכמה דרכים ניתן להקצות את  .ב
  4-כל אחד מ , כאשראנשים, אם אסור שמישהו יתחמק לגמרי מעבודה

בסעיף א  2-ו 1ות אדוגמ) פחות האנשים חייב לקחת חלק במשימה אחת ל 
 חוקית(.  3 דוגמה  , אולםאינן חוקיות כעת

 

דנה קמה דנה   , קראה בספר את המשפט המעניין:תלמידה בכיתה א' דנה, (15
עלו בדעתה של דנה כמה שאלות   . אחרי שקראה בהצלחה את המשפט,נמה

 מעניינות לא פחות: 

זה במחרוזת אחת במשפט  האותיות 12 בכמה דרכים אפשר לסדר את כל . א
 ?דנהקמהדנהנמה  כגון ללא רווחים,

 ? דמקה מופיע בתוך המחרוזת הרצף בכמה מהדרכים הללו .ב

תופיע בתוך  שלאכך  ,האותיות 12מה מספר הדרכים לסדר את  . ג
 ? נננהה ממד, קהה, דמקה, :מארבע המחרוזות אף אחתהמחרוזת 

 

 : שאלות בארבעה נושאים 11בדידה בקורס זה יש בבחינה מתמטיקה  (16
שאלות  2שאלות בפונקציות יוצרות,  3שאלות בקומבינטוריקה בסיסית,  2

אפשר שאלות לפחות )  6לענות על יש  , כאשרשאלות בהכלה והדחה 4-בגרפים ו
 ( וחייבים לענות על לפחות שאלה אחת מכל נושא.יותר

 ? בכמה אופנים ניתן לעשות זאת

 

 בכמה דרכים ניתן להרכיב מילה מהמספרים (17 1, 2,3, ,n,  כך שכל מספר יופיע

k ל אף מספר לא יופיע  ב א ,פעמיםk ?פעמים ברצף 
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 פונקציות יוצרות 

 שאלות 

בביטוי   10xמה המקדם של  (1
30

2 1
2

2
x x

 
− + 

 
? 

 

מוצרי חלב  50פונקציה יוצרת למספר האפשרויות של דני לקנות בסופר  ובנ (2
משקה בננה מגיע רק באריזות של  :לבית מסוג שוקו, מוקה ובננה. כאשר

ואחותו של  ,משקה מוקה אפשר לקנות ביחידיםו ,משקה שוקו בזוגות ,שלוש
 דני אוהבת רק מוקה. 

 )שימו לב שעליו לחזור הביתה עם משקאות לכל בני המשפחה(

 

דולר )שלא כמו   ןמיליו  6או  4  ,2איש ציבור מושחת לוקח כל שנה שוחד בסך  (3
דולר   ן מיליו 6, איש ציבור מושחת יכול לקחת שוחד של איש ציבור נורמטיבי

מספר שנים ברציפות(. סדרת שוחד היא סדרת סכומים שקיבל איש ציבור  
 . 6, 6, 2, 4,  2 מושחת במשך כמה שנים, למשל

ליון דולר במשך  מי 20כמה סדרות שוחד יניבו עבור איש ציבור מושחת סך של 
 שנים? 6

 

יהי  (4
na המקדם של nx בפיתוח של הפונקציה 

2

1 1

(1 2 ) (1 )x x


− −
 , 

 יהיו
nb  1פתרון נוסחת הנסיגה ( 1)2n

n nb b n−= + 0 עם תנאי ההתחלה + 1b = . 

כי   והוכיח
n na b=. 

 : אפשר לפתור את השאלה ע"י חישוב מפורש שלשימו לב
na ו-

nb ניתן גם למצוא , אבל

קיצור דרך משמעותי בעזרת ביטוי מהצורה 
0

(...)
n

k=

. 

 

ים, -2של  שלילי-איכסכום של מספר  n  מספר הדרכים לכתוב את na יהי (5

ים,  כאשר סדר המחוברים איננו -1 לכל היותר שניים, ו-3של  חיובי מספר 

 יהיו, משנה
nb מספר הדרכים לפזר  n   כדורים זהים לשני תאים, כך שבתא

 הראשון לפחות שלושה כדורים, ובתא השני מספר זוגי של כדורים. 

nכי   והוכיח na b=. 
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 4 ,3היא מזמינה לטיול ו ,חיות מחמד nת יא. רונית יוצאת לטייל בשכונה בלווי  (6
של  מספר כלשהו, (זה נקרא חתול פ"ז = פח זבל) חתולים מפח האשפה 5או 

אם התחזית לאזרחים  ,כמו כןו ,( עורבים באים בזוגותזוגות עורבים )
 .תנין מצרייתכן שרונית תזמין גם  ,ם לאורך המסלול רגועהיסטרייה

- נסמן ב
na  את מספר האפשרויות לבחירתn חיות מחמד לטיול של רונית 

 . (חיות מאותו מין ביולוגי נחשבות זהות)

חשבו את הפונקציה היוצרת של  . א
na ( כמנה של פולינומים תשובה סופית) . 

ות של מספר האפשרוי . חיות מחמד משלה nגם נורית יוצאת לטיול עם  .ב

נורית לבחור את החיות שלה הוא 
nb, כי  נתון ו

( )

2

4
0 1

n

n

n

x x
b x

x



=

+
=

−
. 

חיות מחמד לטיול  23  כמה אופנים יכולה נורית לבחור לעצמהב
 פסטורלי?

 

חשבו את  (7
22a   בסדרה הנוצרת על ידי( ) 2

6 10

1 7 12

x
F x

x x

−
=

− +
 

 

  7-כדורים זהים ב nעבור מספר הדרכים לפזר  ( ללא פונקציה יוצרת ) ובנ (8
כך שמספרי הכדורים בתא הראשון ובתא השביעי שווים, בתא השני  ,תאים

, ובתא הרביעי מספר גדול מאשר בתא והשישי יש מספר שווה של כדורים
 הראשון והשני יחד.

 

נוסחה סגורה לסכום   ומצא (9
0

5
n

k

k

k
=

. 

 

- נסמן ב (10
na את מספר הדרכים לפזר  n כך שלכל    ,תאים 5-כדורים זהים ב

1 5k  ם בתא המספר הכדורי- k 5- שווה למספר הכדורים בתא ה 1k− +, 
מספר הכדורים בתא האמצעי גדול מסכום מספרי הכדורים בתא הראשון ו

 והשני יחד.

)( לפונקציה היוצרת  מצאו ביטוי אלגברי סגור )ללא )
0

n

n

n

f x a x


=

=. 

 

ברשותך שלושה כדורים לבנים זהים, שלושה כדורים שחורים זהים, ומאגר  (11
 בלתי מוגבל של כדורים אדומים וירוקים זהים.

  nבת  (סדר הכדורים לא משנהבכמה אופנים ניתן להרכיב מהם קבוצה )
 ? כדורים

 את התוצאות. בעזרת הכלה והדחה והשוובעזרת פונקציות יוצרות ו רופת
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 בדיוק? 23סכום הספרות הוא   ןממיליוא. בכמה מספרים קטנים  (12
 (שאלה זו מופיעה גם בפרק על הכלה הדחה)   

 בדיוק? 31סכום הספרות הוא   ןממיליוב. בכמה מספרים קטנים 
 לכל היותר? 23סכום הספרות הוא   ןממיליוג. בכמה מספרים קטנים 

 

xשליליים למשוואה  -הוכיחו כי מספר הפתרונות בשלמים אי (13 y z n+ + =,  

3זוגי,   yכאשר  5x  0-ו 1z  , הפתרונות בשלמים אישווה למספר -

xשליליים למשוואה  y n+ 3כאשר   ,= x 0-ו 2y  . 

 

) נתונות סדרות (14 ) ( )
0 0
,n nn n

a b
 

)כלשהן, ונתון שאברי הסדרה    )
0n n

c


מקיימים   

0

n

n i n i

i

c a b −

=

=  0לכלn נסמן ב .-( ) ( ) ( ), ,
n n n

da db dc  סדרות ההפרשים של את

)הסדרות  ) ( ) ( )
0 0 0

, ,n n nn n n
a b c

  
 בהתאמה.  ,

0nכי לכל   באמצעות פונקציות יוצרותהוכיחו      :מתקיים

( ) ( ) ( )
0 0

n n

n i in i n i
i i

dc da b a db− −
= =

= = . 
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 שובך היונים 

 שאלות 

תהי  (1 1,2,3, , 49A =. 

Bכי לכל בחירה של קבוצה הוכיחו  A, 26-כך שB לפחות שני  B-יהיו ב  ,=

 .49 איברים שסכומם

 

קבוצה של שישה מספרים מתוך   Aתהי  (2 1, 11. 

 .שסכום אבריהן שווה Aכי קיימות שתי תתי קבוצות של הוכיחו 

 

שבה אין שני מספרים  ,מה הגודל המירבי של קבוצה של מספרים טבעיים (3
 . נמקו ?3009- שסכומם או הפרשם מתחלק ב

 

 מספרים טבעיים כלשהם.  nקבוצה של  A תהי (4
 .n-איבריה מתחלק ב שסכום ,A ריקה של- שקיימת קבוצה חלקית לא הוכיחו 

 

יש שתי נקודות  ,כחול ואדום ,עיםכי בכל צביעה של המישור בשני צבהוכיחו  (5
 אחד והן צבועות באותו צבע. שמרחקן

 

 .nיהי  (6
kהטבעי   ס'כך שבמ ,kכי קיים הוכיחו  n בלבד. 0-ו 7  ות הספרותעימופ 

 

ספרתיים יש שניים שהפרשם בעל שתי -מספרים דו 12כי מבין כל הוכיחו  (7
 ספרות זהות. 

 

צלעו  שאורך  ,נקודות בתוך משולש שווה צלעות 26כי מבין כל בחירת הוכיחו  (8

- הן קטן מייש שתי נקודות שהמרחק בינ ,הוא אחד
1

5
. 

 

מספרים מתוך הקבוצה  +1nכי בכל בחירה של הוכיחו  (9 1, 2,3, , 2n, 

x,יש שני מספרים   y כך ש : 

x, . א y ( 1המחלק המשותף המקסימלי שלהם הוא  ,כלומר) זרים. 

 ללא שארית.  y- ב מתחלק x .ב

מספרים מבלי  nכי החסם הנ"ל הדוק, כלומר אפשר לבחור   והרא . ג
 . ב-ו א םשיתקיימו תנאי
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מספרים מתוך הקבוצה  46  נבחר (10 1,2,3, ,81. 

 . 9כי יש שני מספרים שהפרשם הוא בדיוק הוכיחו 
מספרים מתוך  45 וכלומר מצא) גם כי המספר הנ"ל הדוקהוכיחו 

 1,2,3,  .(9שאין בהם שניים שהפרשם הוא בדיוק  ,81,

 

,1,4,7,10מתוך הסדרה החשבונית  מספרים 20קבוצה בת  Aתהי  (11 ,100. 

 .104 כי יש שני מספרים שסכומם הוכיחו 

 

12) n .אנשים נפגשו במסיבה ולחצו ידיים 
 כי יש שני אנשים שלחצו בדיוק אותו מספר ידיים.הוכיחו 

 

של קשתות הגרף השלם  כי בכל צביעההוכיחו  (13
6K  בשני צבעים, 

 .יש משולש מונוכרומטי 

 

 ה.כי בכל גרף יש שני קודקודים בעלי אותה דרגהוכיחו  (14

 

לפחות   :הוא מתכנן נאומי בחירותו ,ימים עד לבחירות 50לפוליטיקאי נותרו  (15
 .ך הכלאומים בסנ 75-ביום אך לא יותר מ דאח

 אומים. נ 24 כי קיימת סדרת ימים שבהם הוא נואםהוכיחו 

 

 .nיהי  (16

2מחלק את   n-כך ש ,mכי קיים הוכיחו  1m −. 

1סדרה ב ונהדרכה: התבונ 2 3 12 1,2 1,2 1, 2 1n+− − − −. 
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